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１．研究の背景
実社会において，数理最適化は様々な分野で内部
処理として利用されている．数理最適化のおおまか
な流れは，①ある制約条件のもとで②目的関数の最
適な値を求める，というものである．この手続きに
おいて，現象である制約条件や目的関数をどのよう
にして数式に落とし込むかについては数理モデル化
で研究されている．このとき，目的関数の値が“最
適である”ことをどのように定めるかを論じる最適
性という概念がある．
最適性の評価について，目的関数の拡張の変遷の
順に３つ例を挙げる．１つ目の例として，初等的な
最適化問題である目的関数が実数値関数（変数によ
って数直線上の一点が定まるもの）の場合を考える．
その場合の最適性は一般的な数値の大小によって定
まる．例えば，最小化問題において目的関数の値が
5か 8のどちらかであれば，5の方が小さいため評価
値が高く，最適値として選ばれるだろう．
２つ目の例として，現在広く用いられている多目
的最適化では目的関数として多価写像（変数によっ
て多次元要素一点が定まるもの）を用い，その最適
性は（多くの場合値域としてベクトル空間を仮定し，）
順序錐を用いた半順序によって定まる．例えば 2次
元実数空間で順序錐を第一象限とした場合，（1,1）
と（2,3）であれば（1,1）の方が小さい．また，２つ
のベクトルが必ず最適性を評価できるわけではなく，
（1,1）と（3,0）は評価不能である．
３つ目の例として，多目的最適化の一般化にあた
る集合値最適化では，目的関数として集合値写像（変
数によって集合が定まる）を用いる．最適性は順序
錐による集合間の二項関係を用いて定めることが主
流である（Kuroiwa, Tanaka, Ha（1997））．これは，集
合に含まれる点と順序錐の代数和の交叉部分の存在
や包含関係を見ることで最適性を評価している．
集合間の二項関係の問題点として，図 1のような
密度分布を持つ集合に対しては確率論的な直観に則
していない点が挙げられる．
多目的最適化の拡張にあたる集合最適化において，２つの集合を比較した際の最適性をどのように定めるかは数理モデル化で目的関
数に意味付けを行う重要な要素である．一方でそれは未だ議論の対象でもあり，一般には順序錐による二項関係を用いるが，ファジ
ー集合のように集合上に分布のような偏りのある集合では時に直観に反する評価を与える場合がある．本報告では集合最適化の周辺
分野（ファジー論や確率最適化）や機械学習系で広く仮定される多次元実ベクトル空間の集合上になんらかの分布関数がある場合に
その情報を二集合間の評価に反映させられるよう，ベクトル順序と確率論的アプローチから導出した評価関数を用いた新しい集合の
二項関係を最適性の評価手法として提案・考察し，それら評価関数と二項関係のもつ性質を命題としてまとめた．提案手法と従来の
評価手法の比較のため，集合上に確率密度分布を仮定した二集合に対して計算による検証を行い，それら手法の差異を確認した．ま
た，提案手法の数理的な課題とそれら課題に対する解決可能性と展望をまとめた．
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本研究では密度付き集合に対する二項関係につい
て考察を行い，図１のような状態について確率論的
な評価ができるような定義を導出し，その性質と意
味について述べる． 
 
２．問題設定とアプローチ 
 
空間などの仮定について n次元実空間ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛上の pointed（鋭）凸錐 Cを用い
てベクトル順序≤Cをとる．≤Cは前順序であり，辞書
式順序のような全順序を含む．評価における正の方
向と負の方向は順序錐によって表される． 
ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛にルベーグ可測な集合 A,Bをとり，それぞれが
集合上で確率密度関数𝜓𝜓𝜓𝜓A, 𝜓𝜓𝜓𝜓Bをもつとする．言い換
えると，２つの分布関数のそれぞれ適当な上側レベ
ルセットをとり，確率密度関数となるよう係数倍し
指示関数δ(⋅)をかけた状況に等しい． 
このとき，測度 0の集合については，点のような
非連続な集合となるものはディラックのデルタ超関
数（インパルス関数）を用いて表現し可算個までこ
れを含み，超平面のような連続集合に関しては含ま
ない（扱わない）．また，Aと Bの確率密度関数は独
立であるとする． 
以下，図１のような状態を「Aが Bより小さい」
と評価できるような定義と意味合い及びその性質に
ついて，確率論的なアプローチで論じる． 
 
二項関係の持つべき性質と集合の条件の補足 
２つの集合に対して比較ができる二項関係の導出
を目標とする．よって順序関係であることにはこだ
わらない．実際，確率論的アプローチで推移律を満
たそうとするならば同時確率を計算した際に確率か
ら求まる評価値が単調に減少しないようにする処理
が必要となるが，同時確率の計算で確率の積をとる
以上それは持たない方が自然である． 
仮定で密度関数を確率密度関数としたが，これは
密度関数のスケールが評価に影響を与えないように
正規化したためである．本稿において正の方向は順
序錐によって与えられその大きさを考慮しない． 
また，離散な確率変数を含む点のような集合をデ
ルタ超関数の導入により扱う．そのため，場合分け
をした際の一部の積分計算では錐の内部の方向ベク
トル kと正の数 tの項を加えて t↓0で極限を取るよ
うにし，積分計算が順序錐の角面積によって変動し
ないようにする必要がある（図２，３）．本稿ではこ
れらを簡略化し影響のない操作のみ行う．もし離散
な集合を扱う場合は，分布ごとに超関数の形を明確
に定め，それを計算に反映させる必要があるだろう． 
 
 
３．定義と確率論的意味 
 
  
 
 
図 1  集合 A ,B は横軸上ではAの方が右にあるが，
密度分布を見ると Bの方が右に偏っている． 
𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ int𝐶𝐶𝐶𝐶 lim
𝑡𝑡𝑡𝑡↓0
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑘𝑘𝑘𝑘 
図 2  点集合 Aの測度は 0だが，積分範囲をずらし
て右側極限（図 3）をとる必要がある． 
0 t 14  
1 
図 3  超関数が全方向に対称であるならば錐の角度
によって値が変化する．上図は図 2の場合． 
A B 
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評価関数の定義 
集合 A,Bの密度関数𝜓𝜓𝜓𝜓A, 𝜓𝜓𝜓𝜓Bは支持関数δを用いて 
𝜓𝜓𝜓𝜓A(𝑎𝑎𝑎𝑎) = δ𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝜓𝜓𝜓𝜓A(𝑎𝑎𝑎𝑎), ∫ 𝜓𝜓𝜓𝜓A(𝑎𝑎𝑎𝑎)ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1 
𝜓𝜓𝜓𝜓B(𝑏𝑏𝑏𝑏) = δ𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑏𝑏𝑏𝑏)𝜓𝜓𝜓𝜓𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑏𝑏𝑏𝑏), ∫ 𝜓𝜓𝜓𝜓𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑏𝑏𝑏𝑏)ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1 
を満たしかつ互いに独立とする．このとき，
𝑋𝑋𝑋𝑋 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵 によるたたみこみにより合成密度関数
𝜓𝜓𝜓𝜓A,B: = 𝜓𝜓𝜓𝜓Xを 
𝜓𝜓𝜓𝜓A,B(𝑥𝑥𝑥𝑥) = � 𝜓𝜓𝜓𝜓𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝜓𝜓𝜓𝜓𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)
ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎𝑎𝑎 
とし，評価関数𝑓𝑓𝑓𝑓Cをベクトル順序の成立する期待値 
𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵): = � δ𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑥𝑥)
ℝ𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 
と定める． 
すなわち，𝑓𝑓𝑓𝑓Cは，Aの要素𝑎𝑎𝑎𝑎と Bの要素𝑏𝑏𝑏𝑏をとったと
きに𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑏𝑏𝑏𝑏となる組み合わせの確率である． 
 
二項関係の定義 
𝑓𝑓𝑓𝑓Cの値とベクトル最適化の解の強弱の概念を組み
合わせ次の３通りの集合の二項関係を定義する． 
 
 
以降，それぞれを(i)型，(ii)型，(iii)型と呼ぶ．
これらは幾何的には図 4に示すような関係にある．
それぞれ，(i)型は「Aが Bより小さい」，(iii)型は
「Aが Bより小さくない」，(ii)型はそれらの中間で，
「「Aが Bより小さい」である比率」を表している． 
これらの二項関係は次の性質を持つ． 
 
 
 （証明） 
(a)集合－Aの密度関数を 𝜓𝜓𝜓𝜓−A(𝑎𝑎𝑎𝑎): = 𝜓𝜓𝜓𝜓A(𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎)として
計算すれば明らか． 
(b) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(i) 𝐵𝐵𝐵𝐵とする．C :pointedよりs: = 𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) +
𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) 𝐵 𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) 𝑎 1 なのでfC(A, B) ≥ τs．両
辺に
1
s
 をかけるとA 𝑎C,τ(ii) Bを得る．さらに左辺に (fC(B, A) 𝐵 fC(B, A) + 𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) 𝐵 𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵))/sを
加えると(a)より1 𝐵 fC(B,A)−𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐴𝐴)
s
≥ τ となり，s 𝑎 1 なのでA 𝑎C,τ(iii) B を得る． 
(c) Cが全順序をなすとする．この時fC(A, B) +fC(B, A) 𝐵 𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) = 1 よりA 𝑎C,τ(iii) B ならばA 𝑎C,τ(i) B である．(b)と併せれば結論を得る． 
(d) 𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴)
𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴)+𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴)−𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴) ≥ 12 より明らか． 
□ 
 
二項関係としての運用 
定義では閾値τにより評価基準の閾値を動的に定
められるとした．一方で，命題(d)では(ii)型につい
て自身との二項関係がτ = 1
2
 で常に成り立つことを
示した．よって(ii)型で閾値をτ = 1
2
 と固定した場
合の二項関係𝑎
𝐶𝐶𝐶𝐶,1
2
(ii)は同値関係をうまく表現できると
考えられる．例えば(ii)型はじゃんけんのように引
き分け（評価不能）の場合は再試行を繰り返し必ず
決着がつく（評価される）状況をモデルとして扱う
定義：集合の確率的二項関係 
𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) > 0のとき，閾値τ ∈ ]0,1]に対して， 
(i) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(i) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓��  𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) ≥ 𝜏𝜏𝜏𝜏, 
(ii) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(ii) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓�� 𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵)𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵)+𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐴𝐴𝐴𝐴)−𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵) ≥ 𝜏𝜏𝜏𝜏, 
(iii) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(iii) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓𝑓𝑓��  1 𝐵 𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝑓𝑓𝑓𝑓{𝜃𝜃𝜃𝜃}(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) ≥ 𝜏𝜏𝜏𝜏. 
 
𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(i) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(ii) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(iii) 𝐵𝐵𝐵𝐵  ∀𝜏𝜏𝜏𝜏 ∈ ]0,1] 
命題：評価関数と二項関係の性質 
 𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) > 0 のとき，以下が成り立つ． 
(a) 𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) = 𝑓𝑓𝑓𝑓−C(𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝐵𝐵) 
(b) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(i) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(ii) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐵 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜏𝜏𝜏𝜏(iii) 𝐵𝐵𝐵𝐵  ∀𝜏𝜏𝜏𝜏 ∈ ]0,1]  
(c) もし順序錐 Cが全順序をなすならば， 
(d) 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑎
𝐶𝐶𝐶𝐶,1
2
(ii) 𝐵𝐵𝐵𝐵  
𝑥𝑥𝑥𝑥 
𝑎𝑪𝑪𝑪𝑪,𝝉𝝉𝝉𝝉(𝐢𝐢𝐢𝐢)  
𝑥𝑥𝑥𝑥 
𝑎𝑪𝑪𝑪𝑪,𝝉𝝉𝝉𝝉(𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢) 
𝑥𝑥𝑥𝑥 
𝑎𝑪𝑪𝑪𝑪,𝝉𝝉𝝉𝝉(𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢) （考慮 しない） 
（考慮 
しない） 
図 4  𝐶𝐶𝐶𝐶 = ℝ+nの場合：左から(i)型，(ii)型，(iii)
型の評価関数が考慮する領域． 
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ことができるだろう．  
  
数値計算例：図１のような場合 
実数直線上の区間𝐴𝐴𝐴𝐴 = [1,5], 𝐵𝐵𝐵𝐵 = [0,4]と関数
𝜓𝜓𝜓𝜓A,𝜓𝜓𝜓𝜓𝐵𝐵𝐵𝐵をそれぞれ正規分布𝑁𝑁𝑁𝑁(1.5,1),𝑁𝑁𝑁𝑁(3.5,1) を切
り取って確率密度化した関数とする．概形は図 1
のようになる． 
この２つの集合に対し，従来の集合の二項関係
≤ℝ+
(3) を用いて比較を行うと，定義域ℝの最小値のみ
を比較するため𝐵𝐵𝐵𝐵 ≤ℝ+
(3) 𝐴𝐴𝐴𝐴，すなわち「Bが Aより小
さい」となる． 
一方，本稿で提案した評価関数𝑓𝑓𝑓𝑓C(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵)を，重積分
計算をどちらも[-1,6]内の 10001ドットの台数近似
で求めるとおよそ 0.838であった．よって𝐴𝐴𝐴𝐴 ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶,1
2
(ii) 𝐵𝐵𝐵𝐵 
であり，すなわち「Aが Bより小さい」と評価され
た．よって図 1のような状況について確率論的に直
観に則した評価を行うことが確認できた． 
 
４．本研究のまとめ 
 
本稿で提案した定義の問題点 
本稿で提案した二項関係（(ii)のτ = 1
2
）は反射律（命
題(d)）を持ち，順序錐が pointed かつ全順序をなす
場合に全順序律を持つ(命題(c)の証明より)．一方で
推移律，反対称律を持たない．これは意味合いとし
て自然であるが，応用を見越した場合大きな課題で
ある．特に推移律を持たせられない，すなわち前順
序ですらないことは凸解析学的な応用や計算量削減
手法導入の可能性が低いことを意味する． 
前章でも触れたが，(ii)型については評価不能を考
慮しない評価である．これにより適用できる事象に
制約が加わっている．例えばサッカーの場合は引き
分けという結果も情報を持っているため本稿で提案
した二項関係による評価を用いることは適切ではな
い． 
また，多重積分を内包するため計算量や計算精度
についても課題である． 
 
今後の展開 
まず，本研究によって明らかになった前節の課題
についてさらに考察する必要があるだろう．１つ目
の問題である順序関係を持たせられないことについ
ては，分布関数として具体的な分布を，ベクトル空
間のなんらかの距離と組み合わせて仮定することで
解決できる可能性がある． 
２つ目の問題へは，「引き分け」の解釈として「二
項関係のベクトル順序がつかない」と「二項関係に
おいて同値である」とを区別し表現分けできるよう
な式があると考えられる．より厳密な議論を行うこ
とができるようになり，確率的評価による二項関係
の適用範囲も広がるだろう． 
 
まとめ 
本稿ではｎ次元実数空間において，評価の正の方
向を定める順序錐と測度論的な条件を満たす２つの
密度付集合が与えられた場合に，密度関数の情報を
用いてどちらがより正の方向にあるか（優れている
か）を評価する関数を確率論的アプローチにより定
めた．その評価関数とベクトル最適化における順序
の概念を基に３通りの二項関係を提案した．それら
の性質を命題としてまとめた．計算例として図１の
ような状況を仮定し，集合最適化で用いられる集合
の二項関係との差異を示した． 
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